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TD — AN7

CONTINUITE

Applications directes du cours

s1e1: Etudier la continuité des fonctions suivantes :

fi R — R g: [1,+o0] — R
e sz #0 3 siz=1
x — .
1 sizx=0 r — (In(z—-1) sil<z<?2
(x—2)2 siz>2
. . o In(1 —z)
Lol Soit f la fonction définie sur |0, 1] par f(x) = —

1. Justifier que f est continue sur ]0, 1].
2. f est-elle prolongeable par continuité en 17 en 07

z” siz >0
L1016 Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = ¢ ¢22 _ o

T

siz <0
1. Justifier que f est continue sur R*.

2. f est-elle prolongeable par continuité en 07

Lol Démontrer que la fonction f: x — /2x — 4 réalise une bijection de [2, +oo[ dans Ry et
déterminer I'expression de la fonction réciproque associée.

(816150 Déterminer le nombre de solutions de 'équation 23 — 322 4+ 1 = 0.

L\01e 5 Démontrer que la fonction g:  — e~% 4z réalise une bijection de | — 00,0] dans un
intervalle & déterminer. On note ¢ la réciproque associée. Dresser son tableau de variation.

m On considere la fonction f: 2z — 2 —e™ et la suite (uy)nen définie par ug = 1 et
pour tout n € N, wyq1 = f(uy).

1. Etudier les variations de f sur R.
. Montrer que 1’équation f(z) = z admet une unique solution a sur Uintervalle [0, 4+o00].
. Justifier que 1 < a < 2.

2
3
4. Montrer que pour tout n € N, 1 < u,, < a.
5. Justifier que (uy,)nen est croissante.

6

. En déduire qu’elle converge et déterminer sa limite.

m On considére la fonction f définie sur R par f(z) = exp(z) + exp(1 — x).
1. Etudier les variations de la fonction f.

2. Déterminer le nombre de solutions de 1’équation exp(x) + exp(l — z) = 1 + e d’inconnue
réelle x.

3. Résoudre I'équation exp(x) + exp(1l — ) = 1 + e d’inconnue réelle z.
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m On consideére la fonction f : z — zIn(x).

1. Etudier la fonction f.
2. Montrer que pour tout n € N, I'équation f(x) = n admet une unique solution u, € RY.
Préciser la valeur de uyg.

Comparer f(up) et f(uyp41). En déduire le sens de monotonie de (uy,)nen-

oo W

Soit n > 1. Montrer que u,, > /n. Quelle est la limte de w,, lorsque n tend vers +oo?

Pour aller plus loin

mSoi‘sneN,n>3. On note f, : z +— ¥ —nz.

1. Démontrer que I’équation f,,(z) = 0 admet une unique solution u,, sur I'intervalle | — oo, In(n)]
et une unique solution v, sur [In(n), ool

2. Déterminer la limite de la suite (v5)n>3.
3. Démontrer que u,, > 0 pour tout n > 3.

4. Soit n > 3. Démontrer que fp41(un) = —uy puis que fri1(un) < fog1(tny1). En déduire
que que (U, )n>3 est décroissante.

5. Montrer que (uy,)n>3 converge vers un réel £ > 0.

6. Démontrer, en utilisant un raisonnement par ’absurde, que lim wu, = 0.
n—-+4oo

m Soit f une fonction continue sur R et telle que : Vz € R, f(z)? = 1.
Montrer que f est constante, égale a 1 ou —1.

m 1. Etudier la fonction f :  — 2*.

2. Déterminer le nombre de solutions de I’équation x* =

V2

3. Résoudre I'équation z* = -

V2

Soit f : [0,1] —> [0, 1] une fonction continue. Montrer que f admet un point fixe,
c’est-a-dire que I'équation f(z) = z admet au moins une solution dans [0, 1].



