Mathématiques — ECG1 TD — AL8

EXERCICES

Soient F = {(z,y,2) € R*x — 2y +2 =0} et G = Vect((0,1,1),(—-1,1,-1)).
1. Soit u = (x,y,2) € R3.
wueFer=2y—z2su=y(21,0)+2(-1,0,1)
Donc F = Vect((?7 1,0),(-1,0, 1)) est un sous-espace vectoriel de R3.
2. On trouve dim(F') = 2 = dim(G).

3. Premiére méthode : avec des équations cartésiennes pour G.
Soit u = (z,y, z) € R3. Soient a,b € R. On note ici v; = (0,1,1) et v = (—1,1,—1).

—b==x b=—z b=—z
av1 +bvy=usS<at+b=y Sa=z+y Sla=x+y
a—b=z a=—-x+z 0=-2x—y+=z

Si —2x —y + z = 0, alors I’équation avy + bvy = v admet au moins une solution donc u € G.
Sinon, I’équation n’a pas de solution et u & G.
On a donc :

G={(z,9,2) €ER*| 20—y +2=0} = {(2,4,2) ER’ [ 20 +y — 2 =0}

On a alors

< u € Vect(ug)

Donc FNG = Vect( up ). Or ug # 0 donc la famille (ug) est libre et génératrice de F NG :
c’est une base de FNG et dim(FNG) = 1.

Deuxieme méthode : par double inclusion. La difficulté ici est que ’on ne connait pas la
réponse. On cherche un espace vectoriel H tel que FNG = H.

e Soit u = (z,y,2) € FNG. On adonc x —2y + 2 =0 (car u € F) et il existe a,b € R
tels que
u=avy +bvg = (=b,a+b,a—b) (caru € G).

On a alors : —b—2(a+b) + (a —b) = 0 donc —a — 4b = 0 donc a = —4b. Ceci donne
w = (—b,—3b,—5b) = —b(1,3,5)
——

U

donc u € Vect(ug). Ainsi, ‘ F NG C Vect(up) ‘

(Ici, on espere que H = Vect(ug) convient. Il faut encore montrer Iinclusion réciproque).
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e Montrons maintenant que Vect(ug) C FNG.
ug € Fecarl —2x3+5=0.
ug € G = Vect(vy, v2) car avec b= —1 et a = 4 (ici, on s’inspire du calcul précédent)

avy + b’UQ = 4Ul — V2 = (17375) = Uo-

On peut aussi résoudre avy + bvy = ug si on ne devine pas les coefficients.
On a donc up € FFN G et comme F'N G est un espace vectoriel, ‘Vect(uo) CFNG ‘

Par double-inclusion : ‘F NG = Vect(ug) ‘ Or ug # 0 donc la famille (ug) est libre et géné-
ratrice de F N G : c’est une base de F'NG.

1. Soient u = (z,y,2) €R3 v = (2/,y',2') ER3, a € Ret bR,

h(au + bv) = h(ax + bx’,ay + by, az + b2')
= (ax + bx') — (ay + by') + (az + b2")
=alz—y+z2)+ba —y +2)
= ah(u) + bh(v)

Donc h est linéaire.

2. Soit a € R. Alors a = h(a,0,0). Donc tout @ € R admet au moins un antécédent par h :
I’application A est bien surjective.

2e méthode : pour tout a € R,
h(m,y,z):aﬁx—y—i—z:a@x:y—z—l—a@(x,y,z)Z(y—z+a,y,z)

Cette équation a donc une infinité de solutions (y et z sont quelconques) donc elle a au moins
une solution. Ainsi, h est surjective.

3. On a alors Im(f) = R, donc rg(f) = dim(Im(f)) = 1.
D’apreés le théoréme du rang, dim(Ker(h)) = dim(R?) —rg(f) =3 —1=2.

1. o wug,us,us € R3

o Card(uy,usz,uz) =3 = dim(R3)
a+b=0 a=—b a=20
e auy +bus +cug =0z & a—-20=0 < (-3b=0 <<b=0
c=0 c=0 c=0

Donc (u1, us,us) est libre.
D’apres le cours, (ug,us,u3) est une base de R3.
2. p(ul) = (03070)7 p(u2) = (17 _270) =ug et p(U3) = (0>07 ]-) = us.
Puisque (u1, uz2, ug) est une base de R?, Im(p) = Vect(p(u1), p(uz), p(us)). Or, p(ui) = (0,0,0)

donc Im(p) = Vect(p(uz), p(us)) = Vect(uz,us) et comme (ug,us, usz) est libre, (ug,us) est
aussi. Donc (ug, u3) est libre et génératrice de Im(p) : ¢’est une base de Im(p). Ainsi, rg(p) = 2.

3. D’apres le théoréme du rang, dim(Ker(p)) = dim(R?) —rg(p) =3 -2 = 1.

o uy € Ker(p) car p(uy) = (0,0,0);
o Card(ui) =1 = dim(Ker(p));

o (u1) est libre car elle contient un seul vecteur, qui est non nul.

On en déduit que (uq) est une base de Ker(p).
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4. (u1,u2,u3) est une base de R® donc pour tout u € R3, u s’écrit (de maniére unique)
u = auq + bus + cus. Par linéarité de p® et de p :
p?(u) = ap®(ur) + bp® (uz) + cp? (us)
= ap(p(u1)) + bp(p(u2)) + cp(p(us))

= ap(0707 0) + bp(“?) + Cp(U3) car p(ul) = (07 Oa O), p(“?) = Uz, p(u3) = us
=a(0,0,0) + bus + cus
= bug + cus
et
p(u) = ap(u1) + bp(uz) + cp(us)
= a(0,0,0) 4 bug + cus
= busy + cus
= p’(u)
Donc p? = p.



