Mathématiques — ECG1 TD — AL8

ADC

ADC1
1. F={(z,y,2) €R3 |z + 5y +42 =0} C R
Soit u = (z,y,2) € R3.
ueF S x+5y+42=0
S r=-5y—4z
s u=1y(-5,1,0)+2(—4,0,1)
—— ——

Ul u2

< u € Vect(ug, uz)
Donc F = Vect(u1,us). Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de R®. De plus,

—5a—4b=0
aup +bus =0 <a=0 Sa=b=0
b=0

Donc Br = (u1,uz) est libre et génératrice de F : c’est une base de F.

dim(F) = Card(Bp) = 2.

2. F={(z,y,2,t) R [z +y=y+2z=2+t=0} CR™
Soit u = (z,y, z,t) € R*.

r+y=0
ueF& {y+2=0 (3 équations)
z+t=0
r=—y
S z=—y
t=y

U= y(_lv 1a _17 1)
—_———
u1

< u € Vect(ug)

Donc F = Vect(u1). Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de R%. De plus, u; # (0,0,0,0).
Donc Br = (uq) est libre et génératrice de F' : ¢’est une base de F.

dim(F) = Card(Bp) = 1.

3. F= {(3x—5y,2$,$+y), (x,y) GRQ} CR?.

Ici, on voit que F' = Vect(uy,uz) avec ug = (3,2,1) et ug = (—5,0,1). donc (uy,uz) est
génératrice de F'. De plus

3a—5b=0
auy + bug = (0,0,0) & < 2a =0 Sa=b=0
a+b=0

Donc B = (uy,us) est libre et génératrice de F : c’est une base de F.

dim(F) = Card(B) = 2.
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ADC2

1. E C R* Soit u = (z,y,2,t) € R*.

ueE@{x—i——i—z:O @{—z—f—élt:() @{:z—élt

[v]—4t+22=0 [v]-4t+22=0 [2]=—2244t
s u=1z2(-2,1,1,0)+¢ (4,—-4,0,1)
Ul u2

< u € Vect(ug, uz)

Donc E = Vect(uy,uz). De plus,

—2a+4b=0
—4b=0
aur + bus = (0,0,0,0) < 4 ¢ . Sa=b=0
a =
b=0

Donc (u1,usg) est libre et génératrice de F : ¢’est une base de E, donc dim(FE) = 2.
2. Notons ug = (2,1,-3,—-1) et uqy = (2,-5,3,2) et F = Vect(U3,U4)

2a+2b=0 a=—b
a—5b=0 —6b=0
buy = (0,0,0,0) < & ca=b=0
aus + buy = (0,0,0,0) —3a4+3b=0 6b=0 ¢
—a+26=0 3b=0

Donc (ug, ug) est libre et génératrice de F' : c’est une base de F', donc dim(F) = 2.
On a donc : ‘dim(E) =2 = dim(F) ‘

e Il suffit alors de montrer une inclusion. La plus simple est F' C F.

2+1+(=3)=0
2—4(-1)+2(-3)=0
2+ (-5)+3=0
2—4x242x3=0

—ugeEcar{

—u4EEcar{

Puisque F est un espace vectoriel, on a alors Vect(ug, us) C F, donc .

Conclusion :

ADC3
Notons B = ((1,0,1),(0,1,0),(1,2,3)) = (u1, uz, ug).

e U, U2, U3 € R3.
o Card(B) = 3 = dim(R3).

e Soient a,b,c € R

[a]+¢c=0 [a]+¢c=0
auy + bug + cuz = (0,0,0) & @4—20:0 & @—1—20:0 Sa=b=c=0
a+3c=0 2c=0

donc B est libre.

Conclusion : B est une base de R3.
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Remarque : 'autre méthode (sans la dimension) donne ceci :
o Uy, us,uz € R3.
« Soient a,b,c € Ret u= (x,y,2) € R?
[@+e=a  ([a+e=s [a]= 4o — 42
auy + bug + cuz = u & @+2c:y =4 @+2c:y =4 E:x+y—z
a+3c=z2 2c=—x+z :—%x—i-%z
Cette éuqation a donc une unique solution pour tout v € R3.

Ainsi, B est une base de R3.
ADC4
Notons F' = Vect(ey, s, e3). La famille (e, es,e3) est génératrice de F. Est-elle libre ? Soient

a,b,c e R.

b+[c]=0 b+[c]=0 "

c=—

aey + bey + ces = (0,0,0) & —a—2b—c=0 <& {—a—-b=0 @{ b
2a+3b4+c¢c=0 2a+2b=0

= — :—1
Avec b =1 et ¢ b ,ona:
a=-b=-1
—e;+e3—e3 =(0,0,0) donc es =ej +e3 € Vect(ey,es)

Rq : on peut aussi le voir directement.
Donc F' = Vect(eq, e3). De plus, avec b =0

aey + ces = (0,0,0) {C_

a =
Donc B = (e1, e3) est libre et génératrice de F' : c’est une base de F.
dim(F) = Card(B) = 2.
Or rg(ey, e2,e3) = dim(F) donc rg(ey, e2,e3) = 2.

ADC5

1. Soient u = (z,y,2,t) € R*, v = (2',9/,2,t') € R* et a,b € R.
flau+bv) = f(az+ba’ , ay+by , az+b2' , at +bt')
= ((az + ba') — (ay + by') + 2(az + bz') , (ax + ba') + (at + bt"))
=alr—y+2z,2+t)+bx —y +2, 2" +t)
=af(u) +bf(v)
Donc f est une application linéaire.

2. Soit u = (z,y,2,t) € R™

z—y+22=0 @{yzm—&—%

u € Ker(f) & { < u=x(1,1,0,—-1)+2(0,2,1,0) & u € Vect(uy, usz)
~—_——— ~—_———

r+t=0 t=—x
Ul u2
Donc Ker(f) = Vect(uy,uz). De plus
a=0
2b=0
auy + bug = (0,0,0,0) & Zi_o Sa=b=0
—a=0

Donc la famille (ug,us) est libre et génératrice de Ker(f), c’est donc une base de Ker(f).
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3. De la question précédente, on déduit que dim(Ker(f)) = 2. D’apres le théoréme du rang
rg(f) = dim(R*) — dim(Ker(f)) =4 —2 = 2.

Ceci signifie que dim(Im(f)) = 2.

Raisonnement 1 : Im(f) C R? et dim(Im(f)) = 2 = dim(R?) donc Im(f) = R2. Ainsi, la
famille ((1,0),(0,1)) (base canonique de R?) est une base de Im(f).

Raisonnement 2 : Notons

v; = f(1,0,0,0) = (1,1)
ve = f(0,1,0,0) = (—1,0)

o v1 € Im(f) et vg € Im(f).
o Card((vi,v2)) = 2 = dim(Im(f)).
e Soient a,b € R
a—b=0
av1—|—b1)2=(0,0)<:){ Sa=b=0.
a=0
Donc (v1,v9) est libre.

On en déduit que (v1,v2) est une base de Im(f).

ADC6

1. Montrons que g est injective. Soit u = (z,y, z) € R3.

[z]+y+2=0

ueKer(g) ox—y+2=0
r+22z=0
[z]+y+2=0
<< -y]=0

—y+2=0
z=0

< qy=0
z=0

< u=(0,0,0)

Donc Ker(g) = {(0,0,0}. Ainsi g est injective.

2. D’apres le théoréme du rang, rg(g) = dim(R?) —dim(Ker(g)) = 3—0 = 3 donc dim(Im(g)) =
3 = dim(R?) et Im(g) C R? donc Im(g) = R3. Ceci signifie que g est surjective et donc elle
est bijective.



