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DEVOIR SURVEILLÉ 4 – CORRIGÉ

Exercice 1
Partie A – Étude de f

1. Les fonctions x 7→ x+1 et x 7→ x2 +1 sont polynomiales donc définies et dérivables
sur R. La fonction x 7→

√
x est définie sur R+ et dérivable sur R∗

+. Or, pour tout
réel x, x2 +1 ⩾ 1 > 0 donc par composée, x 7→

√
x2 + 1 est définie et dérivable sur

R et
√

x2 + 1 > 0. Par quotient puis différence, f est définie et dérivable sur R.

2. (a) Soit x > 0.
√

x2 = x dans ce cas donc

f(x) = x + 1√
x2 + 1
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Or, lim
x→+∞

1
x

= 0 et lim
x→+∞

1
x2 = 0 donc lim

x→+∞
f(x) = 1√

1
− 1 = 0 .

(b) Soit x < 0.
√

x2 = −x dans ce cas donc, avec le même calcul,

f(x) =
x

(
1 + 1

x

)
√

x2
√
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Or, lim
x→−∞

1
x

= 0 et lim
x→−∞

1
x2 = 0 donc lim

x→−∞
f(x) = − 1√

1
− 1 = −2 .

3. Soit x ∈ R.

f ′(x) =
√

x2 + 1− 2x
2

√
x2+1 (x + 1)

(
√

x2 + 1)2
=

(
√

x2+1)2−x(x+1)√
x2+1

x2 + 1 =
1−x√
x2+1

x2 + 1 = 1− x√
x2 + 1(x2 + 1)

4. Pour tout réel x,
√

x2 + 1(x2 + 1) > 0 donc f ′(x) est du signe de 1− x.
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5. (a) Soit x ∈ R.

f(x)− x = x + 1√
x2 + 1

− 1− x

= x + 1√
x2 + 1

−
√

x2 + 1√
x2 + 1

− x
√

x2 + 1√
x2 + 1

= x + 1−
√

x2 + 1− x
√

x2 + 1√
x2 + 1

= (x + 1)−
√

x2 + 1(x + 1)√
x2 + 1

= (x + 1)(1−
√

x2 + 1)√
x2 + 1

(b) Soit x ∈ R.

f(x) = x⇐⇒ f(x)− x = 0

⇐⇒ (x + 1)(1−
√

x2 + 1)√
x2 + 1

= 0

⇐⇒ (x + 1)(1−
√

x2 + 1) = 0

⇐⇒ x + 1 = 0 ou 1−
√

x2 + 1 = 0

⇐⇒ x = −1 ou
√

x2 + 1 = 1
⇐⇒ x = −1 ou x2 + 1 = 1
⇐⇒ x = −1 ou x2 = 0
⇐⇒ x = −1 ou x = 0

(c) Pour tout réel x, x2 + 1 ⩾ 1 donc, par croissance de la racine carrée sur R+,
√

x2 + 1 ⩾ 1. Ainsi, 1−
√

x2 + 1 ⩽ 0 .

(d) On a f(x)− x = (x + 1)(1−
√

x2 + 1)√
x2 + 1

, donc
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x

x + 1
1 −
√

x2 + 1√
x2 + 1

f(x) − x

−∞ −1 0 +∞
− 0 + +
− − 0 −
+ + +
+ 0 − 0 −

(e) La courbe de f est au dessus de ∆ sur ]−∞,−1[ et en dessous sur [−1, +∞[.
Elles se coupent aux abscisses −1 et 0.

Partie B – Étude d’une suite récurrente.

6. import numpy as np
def SuiteU(u0,n):

u = u0
for k in range(n):

u = (u+1)/np.sqrt(u**2+1) -1
return u

7. On suppose ici u0 < −1.

(a) • Pour n = 0 on a u0 < −1.

• Soit n entier tel que un < −1 alors un et −1 appartiennent à ]−∞, 1] et
f y est croissante strictement, donc f (un) < f (−1) et un+1 < −1.

• Donc, par récurrence, on a pour tout entier n, un < −1.

(b) Pour tout x de ] −∞,−1] on a f (x) ⩾ x donc comme pour tout entier n,
un ∈]−∞,−1], f (un) ⩾ un et un+1 ⩾ un.

Donc (un)n∈N est croissante.

(c) (un)n∈N est croissante et majorée par −1 donc, d’après le théorème de la
limite monotone, elle converge vers un réel ℓ.

• Pour tout entier n, un < −1 donc par passage à la limite, ℓ ⩽ −1.
• Pour tout entier n, un+1 = f(un) et lim

n→+∞
un+1 = ℓ. Par passage à la

limite, ℓ = f(ℓ). D’après la question 5b, ceci donne ℓ = −1 ou ℓ = 0.
D’après le premier point, on a forcément ℓ = −1.

Conclusion : (un)n∈N converge vers −1.

8. On suppose ici −1 < u0 < 0.

(a) • pour n = 0 on a −1 < u0 < 0.
• Soit n ∈ N tel que −1 < un < 0.

Alors comme et f est croissante strictement sur ]−∞, 1] et que −1, un

et 0 en sont éléments,
f (−1) < f (un) < f (0) et donc −1 < un+1 < 0.

• Donc par récurrence, pour tout entier n, −1 < un < 0 .
(b) D’après le signe de f(x)−x, avec ici x = un ∈]−1, 0[, un+1−un = f(un)−un ⩽

0, donc (un)n∈N est décroissante et minorée par −1. D’après le théorème de
la limite monotone, elle converge vers un réel ℓ′.

• Par décroissance, pour tout entier n, un ⩽ u0 donc par passage à la
limite, ℓ ⩽ u0 < 0.

• Comme prédecemment, ℓ′ = f(ℓ′) donc ℓ′ = −1 ou ℓ′ = 0. D’après le
premier point, on a forcément ℓ′ = −1.

Conclusion : (un)n∈N converge vers −1.

9. Si u0 = −1, u1 = −1 et on va avoir, pour tout n, un = −1 donc (un)n∈N est
constante et converge vers −1.
Si u0 = 0, u1 = 0 et on va avoir, pour tout n, un = 0 donc (un)n∈N est constante
et converge vers 0.
Enfin, si u0 > 0, on peut montrer que un ⩾ 0 pour tout n et que (un)n∈N est
décroissante et converge vers 0.

Exercice 2

1. (a) Puisque la voiture est à Rennes le premier matin, r1 = 0, ℓ1 = 1
4 , b1 = 3

4 .

(b) On cherche ℓ2 = P (L2). Le premier jour, est est laissée soit à Lorient, soit
à Brest donc : L2 = (L1 ∩ L2) ∪ (B1 ∩ L2). Or, (L1 ∩ L2) et (B1 ∩ L2) sont
incompatibles donc

P (L2) = P (L1∩L2)+P (B1∩L2) = P (L1)PL1(L2)+P (B1)PB1(L2) = 1
4×

1
4+3

4×
1
4 = 1

4 .

La probabilité que la voiture soit laissée à Lorient au soir du deuxième jour est 1
4 .

(c) On cherche PL2(B1). D’après la formule de Bayes,

PL2(B1) = P (B1)PB1(L2)
P (L2) =

3
4 ×

1
4

1
4

= 3
4 . PL2(B1) = 3

4

(d) PL2(B1) = P (B1) (ou PB1(L2) = P (L2)) donc B1 et L2 sont indépendants.
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(e) On cherche P (L1 ∩B2 ∩R3). D’après la formule des probabilités composées

P (L1 ∩B2 ∩R3) = P (L1)PL1(B2)PL1∩B2(R3) = 1
4 ×

1
4 ×

1
2 = 1

32 .

2. (a) (Rn, Ln, Bn) est un système complet d’événements. D’après la formule des
probabilités totales,

P (Rn+1) = P (Rn)PRn
(Rn+1) + P (Ln)PLn

(Rn+1) + P (Bn)PBn
(Rn+1)

donc

rn+1 = rn × 0 + ℓn ×
1
2 + bn ×

1
2 .

De même,

ℓn+1 = rn ×
1
4 + ℓn ×

1
4 + bn ×

1
4 ,

bn+1 = rn ×
3
4 + ℓn ×

1
4 + bn ×

1
4 .

Donc

AUn =


0 1

2
1
2

1
4

1
4

1
4

3
4

1
4

1
4


rn

ℓn

bn

 =


rn × 0 + ℓn ×

1
2 + bn ×

1
2

rn ×
1
4 + ℓn ×

1
4 + bn ×

1
4

rn ×
3
4 + ℓn ×

1
4 + bn ×

1
4

 =

rn+1
ℓn+1
bn+1



Donc Un+1 = AUn .

(b) U0 =

1
0
0

.

Montrons par récurrence que Un = AnU0 pour tout n ∈ N.
Initialisation : A0U0 = IU0 = U0.
Hérédité : soit n ∈ N tel que Un = AnU0. Alors Un+1 = AUn = An+1U0.
Conclusion : par récurrence, Un = AnU0 pour tout n ∈ N.

3. (a) Soient X =

x
y
z

 et B =

a
b
c

 dans M3,1(R).

SX = B ⇐⇒


4x + y = a

3x + z = b

5x− y − z = c

⇐⇒


4x + y = a

3x + z = b

12x = a + b + c L3 ← L3 + L1 + L2

⇐⇒


y = 2

3 a− 1
3 b− 1

3 c

z = − 1
4 a + 3

4 b− 1
4 c

x = 1
12 a + 1

12 b + 1
12 c

⇐⇒ X =

 1
12

1
12

1
122

3 − 1
3 − 1

3
− 1

4
3
4 − 1

4

 a
b
c


Cette équation admet une unique solution pour tout B, donc S est inversible

et le calcul donne S−1 =

 1
12

1
12

1
122

3 − 1
3 − 1

3
− 1

4
3
4 − 1

4

 .

(b)

D =

 1
12

1
12

1
122

3 − 1
3 − 1

3
− 1

4
3
4 − 1

4


0 1

2
1
2

1
4

1
4

1
4

3
4

1
4

1
4


4 1 0

3 0 1
5 −1 −1



=

 1
12

1
12

1
122

3 − 1
3 − 1

3
− 1

4
3
4 − 1

4

 4 − 1
2 0

3 0 0
5 1

2 0


=

1 0 0
0 − 1

2 0
0 0 0


(c) D est diagonale et un de ses coefficients diagonaux est nul donc

D n’est pas inversible. Ou alors : D a une ligne/colonne nulle.
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(d) Puisque D est diagonale, pour tout n ⩾ 1,

Dn =

1n 0 0
0 (− 1

2 )n 0
0 0 0n

 =

1 0 0
0 (− 1

2 )n 0
0 0 0

 .

(e) On sait que D = S−1AS donc SDS−1 = SS−1ASS−1 = A .
Montrons par récurrence que An = SDnS−1 pour tout n ⩾ 1.
Initialisation : A = SDS−1 donc c’est vrai pour n = 1.
Hérédité : soit n ∈ N∗ tel que An = SDnS−1.
Alors, An+1 = AnA = SDnS−1SDS−1 = SDnDS−1 = SDn+1S−1.
Conclusion : par récurrence, pour tout n de N∗, on a An = SDnS−1 .

4. (a) Un = AnU0 =


1
3 + 2

3
(
− 1

2
)n 1

3 −
1
3

(
− 1

2
)n 1

3 −
1
3

(
− 1

2
)n

1
4

1
4

1
4

5
12 −

2
3

(
− 1

2
)n 5

12 −
1
3

(
− 1

2
)n 5

12 −
1
3

(
− 1

2
)n


1

0
0

,

donc :rn

ℓn

bn

 =

 1
3 + 2

3
(
− 1

2
)n

1
4

5
12 −

2
3

(
− 1

2
)n

 et donc


rn = 1

3 + 2
3

(
− 1

2
)n

ℓn = 1
4

bn = 5
12 −

2
3

(
− 1

2
)n

(b) Puisque −1 < − 1
2 < 1, lim

n→+∞

(
−1

2

)n

= 0, donc

lim
n→+∞

rn = 1
3 , lim

n→+∞
ℓn = 1

4 , lim
n→+∞

bn = 5
12 .

Exercice 3

1. Pour n ⩾ 1, n! = (n− 1)!× n ⩾ n car (n − 1)! ⩾ 1 et n ⩾ 0. Par minoration,
lim

n→+∞
n! = +∞ .

2. Soit n ∈ N∗. Sn+1 − Sn =
n+1∑
k=0

1
k! −

n∑
k=0

1
k! = 1

(n + 1)! ⩾ 0 donc

(Sn)n∈N∗ est croissante .

3. Soit n ⩾ 1.

Tn+1 − Tn = Sn+1 + 1
(n + 1)! − Sn −

1
n!

= 1
(n + 1)! + 1

(n + 1)! −
1
n!

= 2− (n + 1)
(n + 1)! = 1− n

(n + 1)!
⩽ 0

car n ⩾ 1. Donc (Tn)n∈N∗ est décroissante .

4. Soit n ⩾ 1.

• (Sn)n⩾1 est croissante donc Sn ⩾ S1.
• (Tn)n⩾1 est décroissante donc Tn ⩽ T1.
• Tn = Sn + 1

n! ⩾ Sn car 1
n! ⩾ 0.

Ainsi, S1 ⩽ Sn ⩽ Tn ⩽ T1 .

5. • (Sn)n⩾1 est croissante et majorée par T1 donc elle converge.
• (Tn)n⩾1 est décroissante et minorée par S1 donc elle converge.

6. Soit ℓ = lim
n→+∞

Sn ∈ R. Puisque lim
n→+∞

1
n! = 0, Tn = Sn + 1

n! −→
n→+∞

ℓ.

Les deux suites ont la même limite .
Comme (Sn) est croissante et tend vers ℓ, Sn ⩽ ℓ et (Tn) est décroissante et tend
vers ℓ donc Tn ⩾ ℓ. Ainsi, Sn ⩽ ℓ ⩽ Tn .

7. 7→ ex est dérivable sur R et x 7→
n+1∑
k=0

xk

k! est polynomiale donc dérivable sur R.

Donc fn+1 est dérivable sur R et pour tout réel x,

f ′
n+1(x) = ex−

n+1∑
k=0

kxk−1

k! .

Or, si k = 0, k

k! = 0 et si k ⩾ 1, k

k! = 1
(k − 1)! . Donc

f ′
n+1(x) = ex−

n+1∑
k=1

xk−1

(k − 1)! = ex−
n∑

ℓ=0
(ℓ=k−1)

xℓ

ℓ! = fn(x).
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8. Initialisation : pour tout x ∈ [0, 1], f0(x) = ex−1 ⩾ 0 car x ⩾ 0 et que la fonction
exp est croissante sur R.
Hérédité : soit n ∈ N tel que fn(x) ⩾ 0 pour tout x ∈ [0, 1]. Puisque f ′

n+1(x) =
fn(x), on en déduit que fn+1 est croissante sur [0, 1]. Donc pour tout x ∈ [0, 1],
x ⩾ 0 donc fn+1(x) ⩾ fn+1(0) = 1− 1 = 0.
Conclusion : par récurrence, pour tout n ∈ N et tout x ∈ [0, 1], fn(x) ⩾ 0.

9. Prenons x = 1 ∈ [0, 1]. fn(1) = e−Sn ⩾ 0 et gn(1) = e − Sn −
e−1
n! ⩽ 0 donc

0 ⩽ e−Sn ⩽
e−1
n! .

10. lim
n→+∞

e−1
n! = 0 donc par encadrement, lim

n→+∞
(e−Sn) = 0. Ainsi, lim

n→+∞
Sn = e .

11.

def factorielle(n):
f = 1
for k in range(1,n+1):

f = f*k
return f

12.

def S(n):
s = 0
for k in range(0,n+1):

s = s + 1/ factorielle(k)
return s

13. (a) Puisque ℓ = e, on a, d’après la question 6, Sn ⩽ e ⩽ Sn + 1
n! donc

0 ⩽ e−Sn ⩽
1
n! .

(b) On a donc | e−Sn| ⩽
1
n! , car | e−Sn| = e− Sn.

Si 1
n! ⩽ ε, alors | e−Sn| ⩽ ε et donc Sn est une valeur approchée de e à ε près.

(c)

def approx_e(epsilon ):
n = 1
while 1/ factorielle(n)>epsilon:

n = n+1
return S(n)
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