Mathématiques — ECG1

DS4 —2022/2023

DEVOIR SURVEILLE 4 — CORRIGE

Exercice 1
Partie A — Etude de f

1. Les fonctions x — x+1 et 2 — 22 +1 sont polynomiales donc définies et dérivables
sur R. La fonction  +— /x est définie sur R et dérivable sur R* . Or, pour tout
réel z, x2+1 > 1 > 0 donc par composée, = — 22 + 1 est deﬁme et dérivable sur
R et vx2 + 1 > 0. Par quotient puis différence, ‘ f est définie et dérivable sur R. ‘

2. (a) Soit z > 0. V22 = z dans ce cas donc

flo) = 1 w(l+ 1 ) z(1+3) w4y o 141
Va?+1 ./xZ 1+ Ve 21+ % x\/l—l— ,/1+11
o1 1 ) 1
Or, lim —=0et lim — =0donc| lim f(z)=-—=-1=0|
Tr—400 I r—+o00o I Tr—+00 \/I
(b) Soit x < 0. \/;vzz—;v dans ce cas donc, avec le méme calcul,
(1 +1) z(l+3) 1+ 1
fz) = — — ——
VI ]. + —Z ]- + T2 ]- + 17}2
Or, li L_ Oet li L _ 0d 1 1=-2
nlim 2 =0et lim 25 =0done) lim f(z)= \ﬁ_ =2
3. Soit z € R.
/ 2z (VaZ+1) —a(z+1) 1-a
Fa) = a2 +1 - 2\/w2+1(x +1) _ 211 _ Varil _ 11—z
(Va? +1)2 z2+1 z2+1 2?2+ 1(x2+1)

4. Pour tout réel x, va2 + 1(2% + 1) > 0 donc f/(z) est du signe de 1 — x.

x —00 1 “+00
f'(x) + 0 -
2—1
f ) _— v .
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5.

(a) Soit z € R.

z+1
f(x)—x:TH—l—x
x4 Viz+1 zva2+1
_\/xz+1_\/x2+1_ ViZ +1
_x+1—\/m—x\/m
2 +1
(4 1) = Va?+1(z+ 1)
2+ 1
(z4+1)(1 - Va2 +1)
B 2+ 1
(b) Soit x € R.
fl@) =2+ f(z) —2=0
(x+1)(1— a:2+1)20
22 +1
— (z+1)(1—-+V22+1)=0
—z+1=0ou 1—+v22+1=0
—z=-1ou vVazi+1=1
= z=-1 ou 2°4+1=1
—z=-1 ou z2=0
<—zxz=-1 ou =0

(c) Pour tout réel 2, 22 +1 > 1 donc, par croissance de la racine carrée sur R,

Va2 +1>1. Ainsi,‘l—va—i—lgO‘.
(d) Ona f(z) -z = ($+1)\(/22_sz+1),donc
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T —00 —1 0 +00
z+1 - 0 + +
1—Va2+1 - - 6 -
241 + + +
flx) —= + 6 - o -

(e) La courbe de f est au dessus de A sur | —oo, —1[ et en dessous sur [—1, +oo.
Elles se coupent aux abscisses —1 et 0.

Partie B — Etude d’une suite récurrente.

6. import numpy as np
def SuiteU(u@,n):
u = uo
for k in range(n):
u = (u+l)/np.sqrt(u*x*2+1) -1
return u

7. On suppose ici ug < —1.

(a) o Pourn=0onauy<-—1.
o Soit n entier tel que u, < —1 alors u,, et —1 appartiennent a |—o0, 1] et

f v est croissante strictement, donc f (u,) < f(—1) et up41 < —1.

e Donc, par récurrence, on a ‘ pour tout entier n, u,, < —1. ‘

(b) Pour tout x de | — co,—1] on a f () > x« donc comme pour tout entier n,
Un E} — 00, _1]a f(un) 2 Up, et Un+41 2 Up, -

Donc ’ (un)nen est croissante. ‘

(¢) (un)nen est croissante et majorée par —1 donc, d’apres le théoréme de la
limite monotone, elle converge vers un réel £.

« Pour tout entier n, u,, < —1 donc par passage a la limite, £ < —1.
o Pour tout entier n, u,y+; = f(u,) et lm wu,y; = £. Par passage a la
n—-+oo

limite, ¢ = f(¢). D’apres la question 5b, ceci donne ¢ = —1 ou £ = 0.
D’apres le premier point, on a forcément ¢ = —1.

Conclusion : ‘ (un)nen converge vers —1. ‘

8. On suppose ici —1 < ug < 0.
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(a) e pourn=0ona—1<uwuy<0.

e Soit n € N tel que —1 < u,, < 0.
Alors comme et f est croissante strictement sur | — oo, 1] et que —1, u,
et 0 en sont éléments,

f(=1) < f(un) < f(0) et donc —1 < up4q < 0.
e Donc par récurrence, ‘pour tout entier n, —1<wu, <0 ‘

(b) D’apres le signe de f(z)—z, avec ici © = u,, €]—1,0[, upt1—un = f(tn)—uy <
0, donc (un)nen est décroissante et minorée par —1. D’apres le théoréeme de
la limite monotone, elle converge vers un réel £'.

e Par décroissance, pour tout entier n, u, < ug donc par passage a la
limite, £ < ug < 0.

o Comme prédecemment, ¢/ = f(¢') donc ¢ = —1 ou ¢ = 0. D’apres le
premier point, on a forcément ¢/ = —1.

Conclusion : ‘ (un)nen converge vers —1. ‘

9. Si ug = —1, u3 = —1 et on va avoir, pour tout n, u, = —1 donc (up)nen est

1.

constante et converge vers —1.

Siup =0, u;p =0 et on va avoir, pour tout n, u, = 0 donc (u,)nen est constante
et converge vers 0.

Enfin, si ug > 0, on peut montrer que u, > 0 pour tout n et que (u,)nen est
décroissante et converge vers 0.

Exercice 2

(a) Puisque la voiture est & Rennes le premier matin, [r; =0, ¢; = i, by = % .

(b) On cherche ¢35 = P(Ls). Le premier jour, est est laissée soit & Lorient, soit
a Brest donc : L2 = (L1 n L2) U (B1 n Lz). OI‘, (L1 N LQ) et (Bl N LQ) sont
incompatibles donc

X

—+—=X

P(Lg) = P(LlﬂL2)+P(BlﬁL2) = P(Ll)PLl (L2)+P(B1)P31 (Lg) =

| =
o] =
R
] =

La probabilité que la voiture soit laissée a Lorient au soir du deuxiéme jour est i.

(¢) On cherche Py, (B). D’apres la formule de Bayes,

3
(B = PO <

xi 3 3
= 13L2(131):Z
4

(d) Pp,(B1) = P(Bi) (ou Pp, (Ly) = P(Ls)) donc| By et Ly sont indépendants.

P
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(e) On cherche P(L; N By N R3). D’apres la formule des probabilités composées

1

P(Li N By N R3) = P(L1)Pr,(B2)Pr,nB,(R3) = 5

X

1
X — =
2

ANg—
N

(a) (Rn, Ly, By) est un systéme complet d’événements. D’apreés la formule des
probabilités totales,

P(Ry11) = P(Ry) PR, (Rn+1) + P(Ln) P, (Ryt1) + P(By) Pp, (Rn1)

donc
1 1
Tn+1:7”n><0+£n><§+bn><§.
De méme,
1 1 1
gn—‘,—l =Tn X Z +€n X Z +bn X Z,
3 1 1
bpa1 =7Tn X — 4+ by X —+b, X =
+1 T X4+ ><4+ X4
Donc
1 1 1
0 - - P X046y X = 4+ by X =
2 2 2 2
AU 1 1 1 Z” 1 1 ZnJrl
n — 4 4 4 n = Tnx4+£nxz+bn><i = n+1
3 1 1 by, 3 , 1 ) 1 bn+1
4 4 4 THXZ—&— an—F nxi

1
(b) (U= |0
0

Montrons par récurrence que U,, = A™Ujy pour tout n € N.
Initialisation : A°Uy = ITUy = U.

Hérédité : soit n € N tel que U, = A"Uy. Alors U, 1 = AU, = A"1Uj,.
Conclusion : par récurrence, | U,, = A"Uy pour tout n € N.
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3.

x a
(a) Soient X = [y | et B= | b | dans M3 :1(R).
z c
4:r+:a
SX=B<=({3z+[z]=b
dSr—y—z=c
4x—|—=a
= 93r+[z]=0
12x:a+b+c L3FL3+L1+L2
y=2a—+b— 3c
= qz=—-2a+3b—1ic
x7%a+%b+%c
1 1 1
2 1z 1z a
= X = %2 -3 —x| |0
T O & B
i 1 1
Cette équation admet une unique solution pour tout B, donc S est inversible
1 1 1
12 12 12
et le calcul donne | S~! = ]%2 —% —1
BT L ¢
i 1 1
(b)
1 1 1 o i 1
P A U I S
I T B
11 1/ \3 1 1)\ -1 -1
11 1N\ /4 _1 g
B A N S A
B i 1
-7 1 1/ \® 3 0
1 0 0
=(0 -3 0
0 0 O

(¢) D est diagonale et un de ses coefficients diagonaux est nul donc
’ D n’est pas inversible. | Ou alors : D a une ligne/colonne nulle.
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(d) Puisque D est diagonale, pour tout n > 1,

1 0 0 1 0 0
D=0 (=3)" 0|=[0 (=3 0
0 0 o" 0 0 0

(e) On sait que D = S~1AS donc | SDS~! = = 5571 AS5~1 = 4|
Montrons par récurrence que A" = SD™S~! pour tout n > 1.
Initialisation : A = SDS™! donc c’est vrai pour n = 1.

Hérédité : soit n € N* tel que A” = SD"S~1L.
Alors, A"t! = A"A = SD"S~1SDS~! = SD"DS~! = SD"tig—1,

Conclusion : par récurrence, ‘pour tout n de N*, on a A” = SD"S~! ‘

FEEDT D DT
4 (a) Un = ATLU() = % % % 0 s
0

B33 m-3(3)" H-3(-3)"

donc

W\ (AHEEY =3+

l, | = i et donc &L:i
n

n) \&-16) b= 531"

1 n
b) Pui -1<—-5<1, 1 ——1] =0,d
(b) Puisque . _1)Ifoo< 2) onc
e M st e L
Exercice 3

1. Pourm > 1, |nl=(n—-1)!xn= n‘ car (n —1)! > 1 et n > 0. Par minoration,

lim n!=+4oc0]|

n—-+4+oo

n+1 1 n 1 1

2. Soit n € N* Sn+1 -5, = kioﬁ — ;H = (n+1)' > 0 donc

‘ (Sn)nen+ est croissante |.
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3. Soit n > 1.
T, T,=S 1 S, L
ntl — dp = n+1+m— (-
1 1 1
= + R
m+1)!  (n+1)! nl
_2—(n+1)  1-n
(n+1)!  (n+1)
<0
car n > 1. Donc ‘ (T)nen~ est décroissante ‘
4. Soit n > 1.
o (Sp)n>1 est croissante donc S, > Si.
o (T))n>1 est décroissante donc T;, < T7.
e T, =5, + ,/Sncar%>O.
Ainsi, ‘Sl <S,<T,<T|
5. o (Sp)n>1 est croissante et majorée par 17 donc elle converge.
o (T))n>1 est décroissante et minorée par Sy donc elle converge.
1
6. Soit £ = lim S, € R. Puisque lim — = 0,7, = S, + &% — £
n—-+oo n——+oo n! o n—s4o0
‘Les deux suites ont la méme limite ‘
Comme (S,,) est croissante et tend vers ¢, S, < £ et (T),) est décroissante et tend

vers ¢ donc T,

n+1 k:
7. — €% est dérivable sur R et = +— Z — est polynomiale donc dérivable sur R.

k=0
Donc f,,4+1 est dérivable sur R et pour tout réel z,

ntlg k-1
R et
k=0
Or,sik=0 =0etsik Ezé.Donc
’ k K (B—1)
n+l xkq
fnﬂ()_e””—;(k Z E': fn(2).

(Zkl)
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8. Initialisation : pour tout € [0,1], fo(x) =e* —1 > 0 car > 0 et que la fonction
exp est croissante sur R.
Hérédité : soit n € N tel que fy(x) > 0 pour tout = € [0,1]. Puisque f),_ ,(z) =
fn(x), on en déduit que f, 1 est croissante sur [0, 1]. Donc pour tout x € [0, 1],
x 2 0donc frni1(z) = frnp1(0)=1-1=0.

Conclusion : par récurrence, ’pour tout n € N et tout = € [0,1], fn(z) = 0. ‘

-1
9. Prenons ¢ =1 € [0,1]. fn(1) =e—=S5, > 0et go(1) =e— S, — e—l < 0 donc
n!
-1
0<e—5, < —
n!
. e—1 . .. -
10. lim —— =0 donc par encadrement, lim (e—S,)=0. Ainsi,| lim S, =e|.
n—+oo nl n——+oo n——+00
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11.
def factorielle(n):
f =1
for k in range(1,n+1):
f = fxk
return f
12.
def S(n):
s =0
for k in range(@,n+1):
s = s + 1/factorielle(k)
return s
. . . 1
13. (a) Puisque ¢ = e, on a, d’apreés la question 6, S, < e < S, + - donc
n!
1
0<e-5, < —.
n!
1
(b) On a donc [e—S,[ < —, car |[e =S| = e — Sy.
n!

1
Si - < e, alors|e—S,| <cet donc‘ S,, est une valeur approchée de e a € pres.
n!

def approx_e(epsilon):
n =1
while 1/factorielle(n)>epsilon:
n = n+l
return S(n)



