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DEVOIR MAISON 12 – CORRIGÉ

Exercice 1

1. I1 =
[ (t + 1)3

3

]2

−1
= 33

3 − 0 = 9.

2. I2 =
[√

1 + t2
]1

0
=

√
2 −

√
1 =

√
2 − 1.

3. I3 =
∫ 2

1
(2 − x) e−x dx. Posons

u(x) = 2 − x v(v) = − e−x

u′(x) = −1 v′(x) = e−x

u et v sont de classe C1 sur R donc sur [1, 2]. Par intégration par parties,

I3 =
[

− (2 − x) e−x
]2

1
−

∫ 2

1
e−x dx

= 0 + e−1 −
[

− e−x
]
12

= e−1 −
(
− e−2 + e−1)

= e−2 .

4. I4 =
∫ ln(2)

0

ex ln(1 + ex)
1 + ex

dx. Posons t = 1 + ex. dt = ex dx.

ex ln(1 + ex)
1 + ex

dx = ln(t)
t

× (ex dx) = ln(t)
t

dt.

¨Par changement de variable,

I4 =
∫ 3

2

ln(t)
t

dt =
[ (ln(t))2

2

]3

2
= ln(3)2

2 − ln(2)2

2 .

Exercice 2
1. (a) Soit F : t 7→ (1 + t) ln(1 + t) − t.

• ln est dérivable sur R∗
+ et t 7→ t + 1 est dérivable et strictement positive

sur [0, 1] donc par composée t 7→ ln(1 + t) est dérivable sur [0, 1]. Par
produit et somme, F est dérivable sur [0, 1].

• Soit t ∈ [0, 1].

F ′(t) = ln(1 + t) + (1 + t) × 1
1 + t

− 1 = ln(1 + t).

Ainsi F : t 7→ (1 + t) ln(1 + t) − t est une primitive de t 7→ ln(1 + t) sur [0, 1].
(b)

u1 =
∫ 1

0
ln(1 + t) dt =

[
(1 + t) ln(1 + t) − t

]1

0
= 2 ln(2) − 1.

2. Soit n ∈ N∗. Soit t ∈ [0, 1].

0 ⩽ t ⩽ 1
donc 1 ⩽ 1 + t ⩽ 2
donc 0 ⩽ ln(1 + t) ⩽ ln(2) car ln est strictement croissante sur R∗

+

donc 0 ⩽ ln(1 + t)n ⩽ ln(2)n car x 7→ xn est strictement croissante sur R+.

Par croissance de l’intégrale avec 0 ⩽ 1 :∫ 1

0
0 dt ⩽

∫ 1

0
ln(1 + t)n dt ⩽

∫ 1

0
ln(2)n dt

0 ⩽ un ⩽ ln(2)n.

3. 1 < 2 < e donc 0 < ln(2) < 1 par stricte croissance de ln sur R∗
+. Ainsi,

lim
n→+∞

ln(2)n = 0. D’après le théorème d’encadrement,

lim
n→+∞

un = 0.

4. (a) Posons

u(t) = ln(1 + t)n+1 v(t) = t + 1

u′(t) = n + 1
1 + t

ln(1 + t)n v′(t) = 1
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u et v sont de classe C1 sur [0, 1]. Par intégration par parties

un+1 =
[
(t + 1) ln(1 + t)n+1

]1

0
−

∫ 1

0
(n + 1) ln(1 + t)n dt

= 2
(

ln(2)
)n+1 − (n + 1)un

(b) import numpy as np
def suite(n):

u = 1
for k in range(n):

u = 2*np.log (2)^(k+1) - (k+1)*u
return u

Exercice 3
1. La fonction x 7→

√
x est continue sur R+ et x 7→ x2 + 1 l’est sur R. De plus, pour

tout réel x, x2 + 1 > 0 donc par composée puis quotient, h est continue sur R.
Ainsi, h admet des primitives sur R. Soit H l’une de ses primitives.

2. f(x) =
[
H(t)

]2x

x
= H(2x) − H(x).

3. Puisque H est une primitive de h sur R, elle est dérivable sur R et H ′ = h est
aussi continue sur R. Ceci montre que H est de classe C1 sur R.
Puisque x 7→ 2x est aussi de classe C1 sur R, alors, par composée et différence H
f est de classe C1 sur R.
Pour tout réel x, f ′(x) = 2H ′(2x)−H ′(x) = 2h(2x)−h(x) = 2√

1 + 4x2
− 1√

1 + x2
.

4. Soit x ∈ R. Montrons que f ′(x) ⩾ 0.

f ′(x) ⩾ 0 ⇔ 2√
1 + 4x2

⩾
1√

1 + x2

⇔ 2
√

1 + x2 ⩾
√

1 + 4x2 car
√

1 + x2 > 0,
√

1 + 4x2 > 0

⇔
(

2
√

1 + x2
)2

⩾
(√

1 + 4x2
)2

par stricte croissance de x 7→ x2 sur R+

⇔ 4 + 4x2 ⩾ 1 + 4x2

⇔ 4 ⩾ 1
La dernière inégalité étant vraie, par équivalence la première l’est aussi. Donc
f ′(x) ⩾ 0. Ainsi, f est croissance sur R.
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