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DEVOIR MAISON 12* – CORRIGÉ

Exercice 1

1. I0 =
∫ 1

0
et dt =

[
et

]1

0
= e −1.

2. (a) Soit t ∈ [0, 1]. Puisque t 7→ 1 − t est décroissante, 1 − 1 ⩽ 1 − t ⩽ 1 − 0 donc
0 ⩽ 1 − t ⩽ 1. De plus, t 7→ tn est croissante et positive sur R+ pour n ∈ N.
Donc 0 ⩽ (1 − t)n ⩽ 1n c’est-à-dire 0 ⩽ (1 − t)n ⩽ 1.

(b) Soit t ∈ [0, 1]. On a : 0 ⩽ (1 − t)n ⩽ 1. Puisque et > 0, on obtient :
0 ⩽ (1 − t)n et ⩽ et. Par croissance de l’intégrale entre 0 et 1 (0 ⩽ 1),∫ 1

0
0 dt ⩽

∫ 1

0
(1 − t)n et dt ⩽

∫ 1

0
et dt = I0

donc, en divisant ar n! > 0,

0 ⩽ In ⩽
I0

n! = e −1
n! .

(c) lim
n→+∞

e −1
n! = 0 donc d’après le théorème d’encadrement, lim

n→+∞
In = 0.

3. In+1 = 1
(n + 1)!

∫ 1

0
(1 − t)n+1 et dt. Posons

u(t) = (1 − t)n+1 v(t) = et

u′(t) = −(n + 1)(1 − t)n v′(t) = et

u et v sont de classe C1 sur [0, 1]. Par intégration par parties

In+1 = 1
(n + 1)!

([
(1 − t)n+1 et

]1

0
−

∫ 1

0
−(n + 1)(1 − t)n et dt

)
= − 1

(n + 1)! + 1
(n + 1)! × (n + 1)

∫ 1

0
(1 − t)n et dt

= − 1
(n + 1)! + 1

n!

∫ 1

0
(1 − t)n et dt

= − 1
(n + 1)! + In

4. Procédons par récurrence.

Initialisation : pour n = 0, I0 = e −1 et e −
n∑

k=0

1
k! = e − 1

0! = e −1. Donc

I0 = e −
0∑

k=0

1
k! .

Hérédité : Soit n ∈ N tel que In = e −
n∑

k=0

1
k! .

In+1 = In − 1
(n + 1)! = e −

n∑
k=0

1
k! − 1

(n + 1)! = e −
n+1∑
k=0

1
k! .

D’après le principe de récurrence, pour tout n ∈ N, In = e −
n∑

k=0

1
k! .

5. Pour tout n ∈ N,
n∑

k=0

1
k! = e −In −→

n→+∞
e −0 = e ∈ R, donc la série

∑
n∈N

1
n!

converge et sa somme vaut
+∞∑
n=0

1
n! = e.

Exercice 2

1. Soit t ∈ [k, k + 1]. Par décroissance de t 7→ 1
t

sur R∗
+, 1

k
⩾

1
t
. Par croissance de

l’intégrale entre k et k + 1 (k ⩽ k + 1),∫ k+1

k

1
k

dt ⩾
∫ k+1

k

1
t

dt

donc
1
k
⩾

∫ k+1

k

1
t

dt.
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2. Méthode 1 :
∫ k+1

k

1
t

dt =
[

ln(|t|)
]k+1

k
= ln(k + 1) − ln(k).

En reprenant l’inégalité précédente et par croissance de la somme,
n∑

k=1

1
k
⩾

n∑
k=1

(ln(k + 1) − ln(k)) = ln(n + 1) − ln(1) = ln(n + 1).

par télescopage. On a donc bien : Hn ⩾ ln(n + 1).
Méthode 2 : Par croissance de la somme,

n∑
k=1

1
k
⩾

n∑
k=1

∫ k+1

k

1
t

dt.

Or, d’après la relation de Chasles,
n∑

k=1

∫ k+1

k

1
t

dt =
∫ 2

1

1
t

dt +
∫ 3

2

1
t

dt + · · · +
∫ n+1

n

1
t

dt =
∫ n+1

1

1
t

dt.

De plus, ∫ n+1

1

1
t

dt =
[

ln(|t|)
]n+1

1
= ln(n + 1) − ln(1) = ln(n + 1).

Donc Hn ⩾ ln(n + 1).

3. lim
n→+∞

ln(n + 1) = +∞ donc, par minoration, lim
n→+∞

Hn = +∞ ̸∈ R. Ceci montre

que la série
∑

n∈N∗

1
n

diverge.

Exercice 3
1. f est bien définie en 0 et en 1. Sur ]0, 1[, il faut montrer que l’intégrale f(x) existe.

C’est bien le cas car la fonction t 7→ 1
ln(t) est continue sur

{x ∈ R∗
+ | ln(x) ̸= 0} =]0, 1[∪]1, +∞[

donc sur ]0, 1[ et, pour x ∈]0, 1[, x2 et x sont bien dans l’intervalle ]0, 1[.

2. Soit x ∈]0, 1[. On a alors 0 < x2 ⩽ x < 1. Soit t ∈ [x2, x]. Alors t ∈]0, 1[ donc
ln(t) < 0 et 1

ln(t) < 0. Par croissance de l’intégrale (on a bien x2 ⩽ x) :

f(x) ⩽
∫ x

x2
0 dt = 0.

3. (a)
∫ x

x2

dt

t ln(t) =
[

ln(| ln(t)|)
]x

x2
= ln(| ln(x)|) − ln(| ln(x2)|).

Or ln(x) < 0 et ln(x2) = 2 ln(x) < 0.∫ x

x2

dt

t ln(t) = ln
(

− ln(x)
−2 ln(x)

)
= ln

(
1
2

)
= − ln(2).

(b) Soit x ∈]0, 1[ et soit t ∈ [x2, x].

x2 ⩽ t ⩽ x, donc x2

t
⩽ 1 ⩽

x

t
car t > 0. En multipliant par 1

ln(t) < 0, on

obtient :
x2

t ln(t) ⩾
1

ln(t) ⩾
x

t ln(t) .

Par croissance de l’intégrale (x2 ⩽ x) :∫ x

x2

x2

t ln(t) dt ⩾
∫ x

x2

1
ln(t) dt ⩾

∫ x

x2

x

t ln(t) dt.

En utilisant le résultat de la question 3a, on a montré :

−x2 ln(2) ⩾ f(x) ⩾ −x ln(2).

(c) lim
x→0+

−x2 ln(2) = 0 et lim
x→0+

−x ln(2) = 0 donc d’après le théorème d’enca-
drement, lim

x→0+
f(x) = 0 = f(0).

lim
x→1−

−x2 ln(2) = − ln(2) et lim
x→1−

−x ln(2) = − ln(2) donc d’après le théo-
rème d’encadrement, lim

x→1−
f(x) = − ln(2) = f(1).

Ainsi, f est continue en 0 et en 1.

4. Soit g : t 7→ 1
ln(t) , qui est continue sur ]0, 1[. Notons G une primitive de g sur ]0, 1[.

Pour tout x ∈]0, 1[, f(x) = G(x) − G(x2). Or, G est dérivable sur ]0, 1[ et G′ = g
est continue sur ]0, 1[, donc G est de classe C1 sur ]0, 1[. De plus, x 7→ x2 est de
classe C1 sur ]0, 1[ et, pour x ∈]0, 1[, x2 ∈]0, 1[. Ainsi, par composée, x 7→ G(x2)
est de classe C1 sur ]0, 1[. Par différence, f est bien de classe C1 sur ]0, 1[.

f ′(x) = G′(x) − 2xG′(x2) = g(x) − 2xg(x2)

= 1
ln(x) − 2x

ln(x2) = 1
ln(x) − 2x

2 ln(x)

= 1 − x

ln(x) < 0 car 0 < x < 1

f est strictement décroissante sur ]0, 1[.
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