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Exercice 1

1 1
1. 10:/ etdtz[et} — el
0 0

2. (a) Soit ¢t € [0,1]. Puisque ¢t — 1 — ¢ est décroissante, 1 —1 <1 —¢ < 1—0 donc
0<1—t<1. Deplus, t — t" est croissante et positive sur R, pour n € N.
Donc 0 < (1 — )™ < 1™ cest-a-dire 0 < (1 — )" < 1.
(b) Smt t € [0,1. Ona: 0 < (1 —¢" < 1. Puisque ¢/ > 0, on obtient :
< (1 —t)"e' < e'. Par croissance de l'intégrale entre 0 et 1 (0 <1),

1 1 1
/Odtg/(l—t)"etdtgf e dt = Iy
0 0 0

donc, en divisant ar n! > 0,

o<, <ol
n! n!

-1
(c) 1151’_1 —— = 0 donc d’aprés le théoréme d’encadrement,
n—+oo n!

lim I, =0.
n——+00

3. Iy = (n—&l-l)‘/o (1 —t)"*1 et dt. Posons
u(t) = (1 — )"+t v(t) = e
W(t)=—(n+1)(1—-t)" v'(t) = e

u et v sont de classe C* sur [0, 1]. Par intégration par parties

Iyt = ﬁ ([(1 _t)nHetLl) _/0 (1)1 —t)"et dt)
1 1 ! .
=~ T T x(n—l—l)/o (1—t)"et dt
1 1 [t i
:_mﬂ-a/o (1—t) e dt
1
TSR
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4. Procédons par récurrence.

Initialisation : pour n = . Donc

01
IOZQ—ZH.
k=0

"1
Hérédité : Soit n € N tel que I, =e— Z R

"1 1
e—1 et e—kz:H = e—a =
=0

n+1

Zk.

Iy =1, —_—
+ n—l—l

(n+1)! Z kO
n

D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, I,, = e — Z

k=0

1
H.

1 1
5. Pour tout n € N, Zg =e—1I, —0 = e € R, donc la série Z—
! n

—
n—-+o0o
k=0 neN
—+00
converge et sa somme vaut Z - =e
n=0
Exercice 2

1 1 1
—sur R, — > —. Par croissance de

1. Soit ¢ € [k, k + 1]. Par décroissance de ¢ — k -

Pintégrale entre k et k + 1 (k < k+ 1),
k41
1
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—dt >
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- > —dt.
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donc
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k+1 4 k+1
2. Méthode 1 : / St = [m(ﬁ\)h =In(k +1) — In(k).
k

En reprenant 1’'inégalité précédente et par croissance de la somme,
n
=1

par télescopage. On a donc bien : H, > In(n+ 1).

n

> (In(k+1) = In(k)) = In(n + 1) — In(1) = In(n + 1).
k=1

Pr'M—‘

Méthode 2 : Par croissance de la somme,

k+1 1

Z Z/ S

Or, d’aprés la relation de Chasles,

k+1 3 n+1 n+1
1 1 1 1
E / ;dt= /;dt+/2 ;dt+~-~+/n Zdt_/1 —dt.

De plus,

n+1 1 n+1
/ Sdt= [1n(|t|)] =In(n+1) - In(1) = In(n + 1).
1 1
Donc H,, > In(n + 1).
3. lim In(n+ 1) = 400 donc, par minoration, lim H, = 400 ¢ R. Ceci montre
n—+00 n—+00

- 1.
que la série E — diverge.
n
neN*

Exercice 3
1. f est bien définie en 0 et en 1. Sur ]0, 1], il faut montrer que Uintégrale f(z) existe.

C’est bien le cas car la fonction ¢ — —— est continue sur

In(t)
{z € RY | In(z) # 0} =0, 1{U]1, +o0]
donc sur ]0, 1] et, pour x €]0, 1[, 2% et = sont bien dans l'intervalle ]0, 1[.
2. Soit z €]0,1[. On a alors 0 < 2% < x < 1. Soit ¢t € [2?,2]. Alors ¢ €]0,1[ donc

1
In(t) <0 et N0 < 0. Par croissance de 'intégrale (on a bien 22 < z) :
n

f(x)g/:()dtzo.

2/2

@ ( .
/ﬂ tlg(t) =n (%) =In (;) — _In(2).

(b) Soit x €]0,1[ et soit t € [z2, z].
2

x x
22 <t <z, donc + <1< 7 car t > 0. En multipliant par < 0, on

1
In(t)
obtient :

x? 1 T

() ~ () ~ t)’

Par croissance de l'intégrale (2% < z) :

——dt > ——dt > ——dt
Lz tln(t) ~/z2 ln(t) /352 tln(t)

En utilisant le résultat de la question 3a, on a montré :

—2%In(2) > f(z) > —x1n(2).

(¢) lim —2%In(2) = 0 et hHOl —2x1n(2) = 0 donc d’apres le théoréeme d’enca-

z—0+
drement, lim f(z) =0 = f(0).

z—07F
lim —2?In(2) = —In(2) et lim —xIn(2) = —1In(2) donc d’apres le théo-
r—1- r—1-
réme d’encadrement, lir{1 fl@)=—=In(2) = f(1).

z—1—

Ainsi, f est continue en 0 et en 1.

1

4. Soit g : t — @) qui est continue sur |0, 1[. Notons G une primitive de g sur 0, 1[.

Pour tout z €]0,1[, f(z) = G(z) — G(2?). Or, G est dérivable sur ]0,1[ et G’ = g
est continue sur ]0, 1], donc G est de classe C! sur ]0,1[. De plus, z +— 22 est de
classe C! sur )0, 1] et, pour x €]0,1[, 2 €]0, 1[. Ainsi, par composée, = — G(z?)
est de classe C! sur |0, 1[. Par différence, f est bien de classe C! sur ]0, 1].

fl(@) = G'(2) - 20G'(2?) = g(x) — 2xg(a?)

2 1 2

~ In(z)  In(z2) In(z) 2In(x)

:1—a:<0 car0 <z <1
In(z)

f est strictement décroissante sur |0, 1[.



