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DEVOIR MAISON 11 — CORRIGE

Exercice 1

— R3
Br4+y—=z2x+4y—2z,2+y+ 2)

On considere 'application g: R3
(z,y,2) —

1. Pour tout (a,b) € R? et pour tout (u,v) € (]R?’)Q, en écrivant u = (x,y,2) et
v=(2',y,2'),ona:
glau + bv) = g(az + bz’ ay + by',az + b2')
= (3(az + bz') + (ay + by') — (az + b2') ,
2(az + bz') + 4(ay + by') — 2(az + b2'),
(ax +bx') + (ay + by') + (az + b2"))
=aBx+4y — 22,3z + 4y — 2z, 2+ y + 2)
+ 032" + 4y — 22/, 32" + 4y’ — 22" 2+ + 7))

= ag(u) + bg(v)

‘ g est donc une application linéaire. ‘

2. (a) Soit u = (z,y,2) € R3.
9*(uw) = g(g(z,y,2))
=gBx+y—2z22c+4y—2z,x+y+2)
=(BBz+y—2)+ (e +4y—22) — (x+y+2),
283z +y — 2) +4(2x + 4y — 22) — 2(x + y + 2),
Br+y—2)+ 2z +4y —22) + (x +y +2))
= (10z + 6y — 62,12z + 16y — 12z, 6x + 6y — 22)

Ainsi,
(g% — 6g + 8idgs)(u) = g*(u) — 6g(u) + Su
= (10z + 6y — 62,122 + 16y — 122, 6z + 6y — 22)
—6(Bz4+y—=z,2x+4y—2z,x+y+2)+ 8(x,y,2)
= (03070)

Donc | g2 — 6g + 8idgs = 0 ‘
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3.

(b) Ona: go(g—6id) = —8idga puis go ¢ = idgs avec ¢ = — (g — 6idgs). On a

de méme, pog = —%(92 —6g) = idgrs. Donc | g est bijective | Son application

réciproque est : | g7t = p = —%(g — 6idgs) | On calcule alors

gil(xayaz) = 7%(9(1"73%2) - G(x,y,z))

1
:—g(—3x+y—z,2x—2y—22,x+y—5z)

(¢) Puisque g est bijective, elle est injective et surjective et donc
| Ker(g) = {(0,0,0)} et Im(g) = R |

(a) Soit u = (z,y,2) € R3.
hl(xayaz) = g(xyyvz) —4(I,y,2) = (—x+y—z,2x— 2z,a:+y _32)

hQ(x,y,z):g(x,y,z)fQ(x,y,z):(x+y—z,2x+2y722,x+y—z)

(b) Soit u = (z,y,2) € R3.

u € Ker(hy) <= (—z+y—222c—2z,24+y—32)=(0,0,0)
—x+y—2z = 0

20 =2z

r+y—3z =

!

(L2 < L2 + 2L1)
(Lg «—— L3+ Ll)

!

20 —4z =
20— 4z =

xr = Z

y = 2z
= u=2(1,2,1)
—

u € Vect((1,2,1))
N——

U1

0
0
—x+y—2z = 0
0
0

Ainsi, Ker(hy) = Vect(u1). La famille (uq) est donc une famille génératrice
de Ker(hq). Puisqu’elle est formée d’un seul vecteur qui est non nul, elle est
libre.

Conclusion : ‘une base de Ker(hy) est (u1) avec u; = (1,2,1). ‘
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(c) Soit u = (z,y,z) € R3.

r+y—z = 0
u € Ker(hs) 2e+2y—2z = 0
r+y—z = 0

—

— rx4+y—z=0

< z2=x+Y

— u=(a,yz+y)

— u=12(1,0,1)4+y(0,1,1)
——— ———

U2 us
<~

u € Vect (uz, us)

Ainsi, Ker(hg) = Vect(ug, us). La famille (ug,us) est donc génératrice de
GKer(hsg). De plus,

auy + buz = (0,0,0) < (a,b,a+b) = (0,0,0) = a=b=0

donc (ug,us) est libre.
‘Une base de Ker(hg) est (ug,us) avec ug = (1,0,1) et uz = (0,1, 1). ‘

(d) Soient u = (z,y,2) € R3 et (a,b,c) € R3.

a+b==x at+b==z
au; +bus+cus=u c2a+c=y S q2a+c=y
a+b+c=z c=z—z (L3—Lq)
b=3(x—y+2)
eqa=iz+y—=2)
c=z-—z
Ce systéme a, pour tout wu € R3, une unique solution.

‘Donc (u1,us2,u3) est une base de R3. ‘
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Exercice 2

2
1. | Py, (Ry) = = Py, (Ry) =1, Py,(Rr) =0/ Or, (Uy,Us,Us) est un systéme com-

plet d’événements donc d’apres la formule des probabilités totales

1 2 1 1
P(Rk) = P(Ul)PU1 (Rk)"‘P(UQ)PUQ (Rk)—FP(Ug)PUS (Rk) = g X §+§ X 1—|—§ x 0.

7
P(Ryr) = 1=

2. (a) Soit n € N*. Les tirages dans U; sont indépendants car réalisés avec remise.
Ainsi,

2 n
Py, (RyNRyN---NRy,) = Py, (Ry) x Py, (Ry) X -+ x Py, (Ry) = (5>

(b) De méme, Py, (RiNR2N---NR,) = 1" = 1et Py, (RiNR2N---NR,,) =0" = 0.
Toujours avec la méme formule des probabilités totales :

P(Rl NRyN---N Rn) = P(le)PU1 (R) + P([]Q)PU2 (R) + P(US)PU3 (R)

R
2\" 1 1
Z Zx14=

><<5) +3>< +3><0

1
3

P(RiNRyN---NR,) =

(formule non valable pour n = 0).

7
3. P(Rl) = P(Rg) = T5 et P(leRz) =

‘ Ry et Rs ne sont pas indépendants ‘

4. Pour k> 2 (k—1#0)

[EAE!
P(RiNRyN---NRxg_1 NRy) 3\5 3

P, =
RiNR2N---NRk_1 (Rk) P(Rl NRyN---N kal)
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2>k +1 7. Ay = Do A,, : « obtenir au moins une boule bleue ». Les événements A,, étant
PR,nRyn--nRi_, (BE) = TN n=t
(5 +1 deux & deux incompatibles, la série Z* P(A,) converge et P(Ag) = Z P(A
S 11 faut bien penser ici & mettre de C(A)tnéeli P(A;) dont lexpression dlffere des autres
5. |P(A1))=P(R)) =1—-P(Ry) = . termes.
6. Pour n > 2 (doncn—1+#0) : P(Ay) +ZP
P(A,)=P(RiN...R,_1NR,) . o
=P(RiNRyN--NRy_1)PraRron--Rn1 (Ri) Z% <)
=P(RiNRN---NRy_1) (1 = PriARyne-nRay (Rn))

(

z)”ii@”

2\" _§+1
—(z + 1N/
8.
15

1 5 (2
- X =x|=] x
572 5)

2 n
_12’”112’”1(5)4rl §+3§
“\3\5 3 3\5 3] 7o\t 1525 3
5
5 15
2\" ) 2
(o) oy, 8T i
~\3\5 3 3\\5 9\ "1 :
<5> +1 Donc | P(Ag) = = |
1/2\"" 1) 1//2\"
=13\35 +§ -3 5 +1 C’est le résultat intuitif : cela correspond a choisir 'urne 2 au départ.
IEYEARE VEAR
S 3\5 3\5
_ L2\ 2
- 3\5 5

Remarquons que cette formule n’est pas valable pour n = 1.
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