Mathématiques — ECG1 DM9 —2022/2023

DEVOIR MAISON 9 — CORRIGE

Exercice 1 4. h est dérivable sur I = [1,+o0[ et pour tout = € I, |h/(x)| = h/(x) car h'(z) > 0

2
!
1. La fonction h est définie et dérivable sur R* comme combinaison linéaire des fonc- donc [K'(2)] < 3
tions z — z et  — 1. D’aprés I'inégalité des accroissements finis, pour tout (z,y) € I2,
Par combinaisons linéaires de limites (il n’y a aucune forme indéterminée) : 5
h(z) —h < clz =yl
lim h(x) = —oo, lim h(z)=-—o0, lim h(z)=4oc0, lim h(z)=+cc. h() W < 3‘ vl

T——00 z—0— z—0t T— 400

1 2 2(z? — 1)
MWx)y==(2-= ) =—"—"2. 2
(z) 3 ( x2) 32 VneN, |u,41 — V2| < g\un—\/ﬁ\

Pour 2 > 0 Prenons = = u, € I, h(x) = upy1 et y = V2 € I, h(y) = v/2. On a donc

2
~— > 0 donc I(x) est du signe de 2* — 1.

3z n
2
5. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, |u, — v/2| < (3) .
T —00 -1 0 1 400
; : : Initialisation : |up — 2| =2 — V2| =2—v2 <1 car v2 > 1.
h (Z‘) + 0 - - 0 + 2\ "
_% +00 1o Hérédité : Soit n € N tel que |u, — /2| < (3) )
h / \ \ 4 / 9 9 n+1
—00 —00 3 |’un+1 - \@| < g‘un - ﬂ‘ < (3>
2 n
2. Montrons par récurrence que pour tout n € N, u,, > 1. Conclusion : | pour tout n € N, |u, — V2| < () .
Remarquons que h est croissante sur [1, +o0o[ d’aprés la question précédente. 3

Initialisati : =2>1. 2\" 2 2\"
nitiatisation = o 6. lim (3) = 0, car 3 €] — 1,1[ et on sait que 0 < |u, — V2 < () pour

4 n o0
Hérédité : Soit n € N tel que u,, > 1. up41 = h(uy,) = h(1) = - par croissance el . o ) 3 .
3 tout n € N. D’aprés le théoréme d’encadrement, lim |u, — V2| = 0, c’est-a-dire
de h sur [1,4o00[. Donc up4q1 > 1 n— oo
Conclusion : ’pour tout n € N, u,, > 1. ‘ ngrfoo U, = V2|
. ) . , ) ) 2 2 2
3. Six =1, W(z) > 0 (voir tableau de signe de h'(z)) et h'(x) = 37 5.2 < 3 car
x
2
? > 0.

Ve>1, 0<h/(z) <

[V )
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Exercice 2
1.« Sur 0,400, f(z) = 2* = e ) Or, z s 22 et & — In(z) sont continues
sur ]0, 400 et & — e” Vest sur R. Par produit puis composée, f est continue
sur ]0, +o0].
e En 0 : par croissance comparée, lir% z? In(z) = 0 donc, par composée,
T—r

lin% e’ n(*) = 1. On a donc lin%) f(x) = f(0) donc f est continue en 0.
T— T—
z#0

« Conclusion : ‘ f est continue sur [0, +o0]. ‘

2. Pour z > 0, f(z) = e® In(@),

Par produit, lim z%In(z) = +ooet lim e = 400, donc| lim f(z) = +oo|.
r—+00 r—+00 r—>+00

3. Sur |0, +oo[, f(z) = 2* = e ™) Or, 2 — a2 et x > In(z) sont dérivables sur
10,400 et & — e lest sur R. Par produit puis composée, f est dérivable sur
10, +o0].

Pour z > 0, | f'(z) = (2zIn(z) + z)e” (@),

4. (a) Posons h = z?In(z) — 0 par croissance comparée.
T—r

z2In(z) _ h _
e 1 e —1 , .
= — 1 par taux d’accroissement usuel.
h—0

22 In(x) h
@®In(z) _1
Donc | lim ¢ T 1
z—0 SC2 111((17)

(b) Soit z > 0.
f(x) — £(0) e?ln(@) ] o’ln(e) _q

= = x xl .
x—0 x 22 1n(x) vln(r)
e:vz In(z) -1
Or, lim zIn(z) = 0 par croissance comparée et lim ———— =1 donc
z—0 z—0 2 ln(a:)

limM:OGR.

x—0 xr —

Ainsi ‘ f est dérivable en 0 et f/(0) = 0. ‘

5. Pour z > 0, f(x) = z(2In(z) + 1) e’ In(@) Or ze” (™ > 0 donc f'(z) est du
signe de 21n(z) + 1.

N

1
21n(x)+120<:)1n(33)>—§<:>x>e_
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x 0 e_% +0oo
flay 6 — 60+
1 +oo
f \ . _—
e 2e

(a) o [e"2,400[ est un intervalle.

« f est continue sur [e” 2, +oo[ d’aprés 1).

« [ est strictement croissante sur [e~2, +o0| car sur cet intervalle f'(z) > 0
et f/(z) =0 a un nombre fini de solutions.

D’apres le théoreme de la

Notons J = [f(e—%),xETOO f(@)[= [e 2%, +o0].

bijection,

f réalise une bijection de [e_%;l—oo[ vers J = [e_i;l—oo[.

(b) Le théoreme dit aussi que g est strictement croissante sur J.

f(e=2) = e 2e donc g(e™

i):e 2,

IEI—POO f(z) = +oo donc zEToo g(z) = +o0.

(c) Remarquons que —% < 0
tielle).
f)=1letlele 2,400
f2)=21=16et2¢

[e”
Attention, on a aussi f(0)

donc0<e 2 <1 (stricte croissance de l’exponen-

[ donc|g(1) =11
2, +oo[ donc | g(16) = 2 |

= 1 mais 0 n’est pas dans [e~2, +oo| donc g(1) # 0.



