Mathématiques — ECG1 DM8 — 2022/2023

DEVOIR MAISON 8

A rendre le lundi 27 février 2023
(a la rentrée des vacances)

Exercice 1
On consideére la fonction f définie sur ]0, +oo[ par
(In(z))*
Fx) = 1 siz >0, z#1
0 siz=1

1. Justifier que f est continue sur |0, +oo].
2. Déterminer les limites de f en 0 et en +oo.

3. (a) Etudier la fonction ¢ : x + 2(z — 1) — zIn(x) sur R%.

(b) Montrer que I'équation 2(x — 1) — zIn(z) = 0 admet une unique solution « dans l'inter-
valle ]0, e[ et une unique solution 5 dans 'intervalle [e, +o00].
On précisera la valeur de a.

(¢) En déduire le tableau de signe de ¢.

4. En déduire le tableau de variation de f, sur |0, 1{U]1, +o0].

Exercice 2
On considere une variable aléatoire X donc la loi est donnée par

X(Q) = [1,9]

Vk e [1,9], P(X=k)= In(10) In <k;;1>

1. Justifier que la loi de X est bien définie.

Cette loi, appelée loi de Benford, permet de modéliser la distribution de probabilités donnant
le premier chiffre significatif (par exemple, pour —0,23, le premier chiffre significatif est 2)
des nombres rencontrés par une personne dans sa vie.

2. Déterminer l'espérance de X. On écrira le résultat sous la forme a — bln(c).

Exercice 3
Partie I
Une urne U contient 1 boule noire et 3 boules blanches indiscernables au toucher.

1. On réalise 400 tirages successifs avec remise d’'une boule dans I'urne U. On appelle X la
variable aléatoire égale au nombre de fois ou la boule noire a été piochée.

(a) Quelle est la loi de X ? On précisera X (Q2) et P(X = k) pour tout k € X ().

(b) Donner la valeur de l'espérance de X et de sa variance.

2. Cette fois-ci, on pioche dans 'urne U successivement et sans remise les quatre boules. On
note Z le numéro du tirage auquel est apparue la boule noire.

(a) Quelle est la loi de Z? On précisera Z(Q2) et P(Z = k) pour tout k € Z(2).
(b) Donner les valeurs de E(Z) et de V(Z).
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Partie I1

L’urne U contient toujours 1 boule noire et 3 boules blanches indiscernables au toucher. L'urne
V contient 2 boules noires et 2 boules blanches indiscernables au toucher.
On lance une piece équilibrée. Si elle retombe sur le c6té Pile, on tire deux boules successivement
et avec remise dans U, et si on obtient Face, on tire deux boules successivement et avec remise
dans V.
On note T la variable aléatoire égale au nombre de fois ot I'on a pioché une boule noire.

Que vaut T(Q) ?
Déterminer la loi de 7. On vérifiera que P(T = 1) = 5.

Calculer E(T). La variable aléatoire T suit-elle une loi binomiale ?

A A A o

Sachant que 1’événement [T' = 1] est réalisé, est-il plus probable d’avoir obtenu Pile ou d’avoir
obtenu Face avec la piece ?
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