Mathématiques — ECG1 TD — AL7

APPLICATIONS LINEAIRES — ADC

ADC1

1. f:R = R3 (2,y,2) — (x+2y,2 —y — 22,2+ 2);
Soient u = (z,y,2) € R3, v = (2',y,2') € R® et a,b € R.

bv) = b’ by’ bz’
flau+bv) = flax + bz, ay + by', az + b2")
X Y Z
f(X.¥.2)
— (X +2V,X Y —2Z,X + Z)
((az +bx') + 2(ay + by') , (az +bz') — (ay + by') — 2(az + b2') , (ax + bx') + (az + b2'))
(x+2y,2—y—2z,x+2)+ bz +2y,2" —y — 22/, 2" +2')
f(u) +bf(v)

Donc f est bien linéaire.

a
a

2. f:R3 = R?; (2,y,2) = (x—y+ 2,3z +1).
Si f était linéaire, on aurait f(Ogs) = Og2. Or, f(Ogs) = f(0,0,0) = (0,1) # Ogz. Donc f
n’est pas linéaire.

3. f:R?> % R; (z,y) — xzy. Montrons que f n’est pas linéaire. Soient u = (1,1) et a = 2.
flaw) = f(2,2) =2x2=4etaf(u) =2 x (1 x1) =2, donc f(au) # af(u).
f n’est pas linéaire.

4. f:R* - R; (2,y,2,t) =z +y+2z+t;
Soient u = (x,y,2,t) € R3 v = (2,9, 2/, t') € R* et a,b € R.

flau +bv) = fax + bx', ay + by, az + b2', at + bt')
e — e e — e —
X Y Z T
=f(X,Y,Z,T)
—X+Y+Z+T
= (ax + bx") + (ay + by') + (az + b2") + (at + bt')
=alr+y+z+t)+b +y +2 +t)
=af(u)+bf(v)

Donc f est bien linéaire.

5. f:R—=R?; o (z,21,0);
Soient z,2’ € R et a,b € R.

Flax + ba!) = F(X)
X
— (X,2X,0)
((az + b2'),2(az + bz'),0)
a(z,2z,0) + b(x’,22',0)
af(u) +0f(v)

Donc f est bien linéaire.

6. f:R3=R?; (z,y,2) = (x+y,z—x?);
Soient v = (1,0,0) et a = —1 : f(au) = f(-1,0,0) = (=1,-1) et af(u) = —=1(1,-1) =
(=1,1) donc f(au) # af(u) et f n’est pas linéaire.
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ADC2
1. Soient u = (z,y,2) € R, v = (2/,y,2') € R3 et a,b € R.

) = ba! by’ b2
flau+bv) = f(ax + b2’ ay + by', az + b2')
X Y A
= f(X,Y.Z)
=(X+2Y-Z, X+ 2)

( ar +bx') + 2(ay + by') — (az +b2") , (azx + bx') + (az + bz’))
=alx+2y—z,x+2)+bla’ +2y — 22" +2)
= af(u) +bf(v)
Donc f est linéaire.
2. Soit u = (z,y, z) € R3.
w e Ker() & f(w) = 0,0)

r+2y—2=0
=
z+2=0

2y —2z=0
o {2
T=—z

=z
@{y
x=—z
Su=(—222)
su=2z(-1,1,1)
———

Uy

< u € Vect(uy)

Donc Ker(f) = Vect(uq).

Or, u; # (0,0,0), donc (u1) est libre et comme elle est génératrice de Ker(f), c’est une base
de Ker(f).

3. Soit v = (a,b) € R? et soit u = (z,y,2) € R3.

r+2y—z=a
rT+2z=0"b

=\
s

(et )
Su=|b—2z, z+ , Z

Pour tout v € R?, I'équation f(u) = v admet au moins une solution.
Ceci signifie que Im(f) = R2.

On a aussi, suivant les calculs faits :

u=|=x —a:+a+b b—z)=|- —|-a7+b a—b
= ) 9 = Y D) Y,y D)
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ADC3
L’énoncé dit que f est linéaire (pas besoin de le montrer donc).

o La base canonique de R? est (e, ez, e3) avec e; = (1,0,0), ea = (0,1,0) et e3 = (0,0,1).
D’apres le cours, la famille (f(e1), f(e2), f(e3)) est génératrice de Im(f).

o Déterminons alors une base de Im(f).

v = fler) = £(1,0,0) = (1,1,3)
Vo = f(eg) = f(O, 1,0) = (—2, —1, —7)
U3 = f(e3) = f(0,0,].) = (13 173)
On voit que vz = v1. Donc on peut écrire Im(f) = Vect(vy,vq,v3) = Vect(vy, vz).
De plus,
a—2b=0 —b=0
avy +bvy = (0,0,0) & {[a]-b=0 <& <{[a]-b=0 < a=0b=0.
3a—Tb=0 —4b=10

La famille (v1,v2) est libre et génératrice de Im(f), donc c’est une base de Im(f).

ADC4
Soit v = (a, b, c) € R3 et soit u = (z,y,2) € R3.

r+2y+z=a
fuy=ve Jrx—y—2=0
T+5y+3z=c
[z]+2y+2=0a
S¢-3y—2z2=b—a
3y+2z=c—a

:%Z_i_a—SQb
S

0=-2a+b+c

Si —2a 4+ b+ ¢ =0, 'équation f(u) = v admet au moins une solution.
Sinon, il n’y a pas de solution.
Ainsi,
v=(a,b,¢c) elm(f) < —2a+b+c=0
On a
Im(f) = {(z.y,2) €R® | -2z +y + 2 = 0}.
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ADC5

e Soient u = (z,y,2) € R3 v = (2',y,2') € R® et a,b € R.

flau+bv) = f(ax + bx',ay + by, az + b2")
X Y Z
= f(X,Y,2)
—2X+Y,X-Y+Z,X1Y)
= (2(ax +bz") + (ay + by') , (ax +bx') — (ay + by') + (az + b2') , (az +bz') + (ay + by"))
=a2z+y,z—y+z,v+y) +b2x +y , ' —y +7, 2 +9)
— af(u) + bf(v)

Donc f est bien linéaire.

o Montrons que f est bijective.
Soit u = (z,y,2) € R3 et v = (a,b,c) € R3.

20 +y=a
fuy=veJz—y+z=10
rTt+y=c

r=a-c
S y=2c—a

z=—-2a+b+3c
Su=(a—c¢2c—a,—2a+b+ 3c)

Pour tout v € R, f(u) = v admet une unique solution u € R3, donc f est bijective.

« Son application réciproque est donnée par f~1(a,b,c) = (a — ¢,2¢ —a,—2a + b+ 3c). On a
donc
VR R? — R3 :
(z,y,2) — (z—2z,—x+22z,-2x+y+32)



