Mathématiques — ECS1 TD2 — ALA1

TD2 — AL1

CORRIGE DES "POUR ALLER PLUS LOIN"

Exercice 6

A 21+ 2 2
1. Soient z1, 22 des nombres complexes tels que |z1| = |22| = 1. Montrer que Gitz) eRy.
Z1%22
En utilisant 2;27 = |22 = 1 et 2975 = |2 =1
21 + 29)? 21+ 22)° 712
z-Bt=) (= 22) 2 = (1 +2) FH G = 2T+ 2+ 27 = 2+ u+ T = 2+ 2Re(u)
2122 |21]2] 22|
avec U = 2125.
Ceci prouve déja que Z est réel.
De plus, on peut écrire z; = €91 et 2z = %2 avec 61,0, € R.
Alors u = e(?1=%2) donc
Z =2+2cos(bh —62) =0
donc Z € Ry
z
2. Déterminer ’ensemble des nombres complexes z de module 1 vérifiant |= + ’ =1
z
: i0 )y o1 zZ 2 32 2
Soit z = ¢ € U. Alors, d’apres le cours, z = —, donc |= + —| = |z +z | = |2Re(z )} =
z zZ =z

2|cos(20)].
On en déduit que :

ISIRIRNY

7 1 1 1
+ z‘ =1 <= |cos(20)| = ;= cos(20) = 5 ou cos(20) = ~5

<:>29:g+1m ou 29:—%+k7r, keZ

™ Y T ™
<—0=—+k= ou 0=——+k—, keZ

6 2 6 2’
=z e {ei%’ei%7ei2%7ei%yeii%’eii%7eii%7eii%}

3. Résoudre ’équation 2% + 623 + 12 = 0.

Soit z € C et Z = 2°.

5462 +12=0¢=22+6Z7+12=0+=Z=-3-iV3ouZ=-3+iV3
— Z =237 ouZ=2/3e"6
— P = 2\/§e_i%r ou 2% = 2\/§ei%ﬂ
Résolvons donc les deux nouvelles équations. Puisque z = 0 n’est pas solution, on peut écrire
z=re? avecr >0et § € R.

.57 3 = 2 = 21/3 1/6 - (—5+1 ™
P =2V3e = ] \? =T ’ — = YR
30 = —F +2kn, kel 0=—35+2k%, kel

;297

- . ;=5 ;T
Il y a ici 3 solutions : v/12e*78 , V/12e'Ts et v/12e' 15 .

~ s , . . . S 5m 17w 197
De méme, la deuxiéme équation a trois solutions : ¢/12e'1s, v/12e' s et /12e* 18

Il y a donc en tout 6 solutions, listées ci-dessus.
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1 1
4. Soit z € C* tel que z + 2 =+/3. Calculer 2™ + s

1 3—i 3+ : :
24-=V3= 22 V3+1=0 <=2z = \[2 Loz = \f;z = z=¢""/0 ou z = "/0
z
1 /6 —inn/6 nmw
On a alors (dans les deux cas) : 2" + — = e™"/° +e7"""/% = 2 cos (F)
z
Exercice 7
Soit w = /5,
2 3 g _1-0? ) SN .
Ll14+w+w +w’ +w* = 1 = 0 (somme des termes d’une suite géométrique de raison
—w
w#1).

2. Soit z = w + w™!. La relation suivante donne, en diviant par w? :
wiltw 14 w+w?r=0

Or, 22 =w?+2+w 2 doncona:z2+2—-1=0.

-1-+5 ~1++5
7OHZ:T.

3. On résout cette équation : z =

2 5 4

2 ) 9
On sait que sin <57r) > 0 donc sin <57T> =,/1—cos? (;) — 5 "‘8\/5

Exercice 8

2 —1 5 2 -1 5
Or, z=w+w = 2Re(w) = 2cos <57T) > 0. Donc z = i et cos( ﬂ) = i

=

1. Résoudre I'équation sin®(x) + cos®(z) =

sin(z) + cos®(z) = (1 — cos? (x))3 + cos(x) = 1 — 3cos?(z) + 3cos?(z).
On pose alors X = cos?(z) € [—1,1].

1 3
sin®(z) + cos®(z) = 191 3cos®(x) + 3cost(z) =0

3
:»1—3X+3X2:0

—1-4X+4X2=0
— (2X -1)*=0

1
= X ==
2
9 1
< cos(z) = 3
= cos(x) = = ou cos(a) =~
cos(z) = —= ou cos(z) = ——
V2 V2
™ ™
r=—+k-, ke
SV
2. Résoudre 'équation tan(z) tan(bx) = 1.
Valeurs interdites : z = g +kr, keZ;x= 1% +€g, LeZ.
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tan(z) tan(5z) = 1 <= singx) sin(5x)

IR
cos(x) cos(bx)

<= sin(z) sin(5x) — cos(z) cos(5x) = 0
<= cos(x +5z) =0

<:>6x:g+k7r, keZ

- T
==z 12+k6,k‘€Z

Cela ne rencontre pas les valeurs interdites.



